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Sistemas de Numeracao

Um sistema de numeracdo € um sistema que permite representar inteiros como combinagdes lineares da
forma ay - by, + - - - + ay - by + ag - by, onde os coeficientes ag, . . . , ag s20 normalmente chamados digitos
e os elementos by, . .., b, ... s@0 os elementos da base. Em geral, uma tal representacdo nao é tnica. No
nosso dia-a-dia, estamos habituados a representar os inteiros no chamado sistema de numeragdo decimal.
Neste caso, os digitos permitidos sdo os elementos do conjunto {0, 1,...,9} e os elementos da base sdo
10° < 10! < 10 < .... Assim, quando escrevemos, por exemplo, o nimero 287, estamo-nos a referir ao

inteiro definido pela combinacao linear
2 x 10* 4+ 8 x 10" + 7 x 10°.

No mundo dos computadores, € também muito frequente considerarem-se inteiros representados na cha-
mada base bindria, isto €, na base que consiste em todas as poténcias inteiras de 2. Assim, o inteiro 287
pode também ser representado pela sequéncia (100011111),, significando isto que 287 é o resultado da

combinacdo linear
Ix20 4+ 1 x 2 +1x22+1x2+1x22+0x224+0x204+0x2"+1x 28

Estes sdo apenas dois exemplos, mas os sistemas de numeracdo podem ser tdo diversos quanto a tua

imaginacio permitir...
1. Considera o inteiro 5788.

(a) Qual é a representacdo de 5788 na base 3?
(b) E na base 5327

(c) Consegues escrever este inteiro como uma combinacao linear da forma
ap X k' 4+ -4+ a9 x 2 4+ a; x 1!,

em que cada a; pertence ao conjunto {0,1,...,i} e ar # 0? De quantas formas o consegues
fazer?

Quando um inteiro 7 admite uma representa¢do como esta, podemos escrever n = (ay . . . asas )

e dizemos que (ay . . . asay); é uma representagéo de n no sistema de numeragdo fatorial.
2. Considera um inteiro n representado no sistema de numeragao fatorial, digamos n = (ay . . . azay ).

(a) Em fungao de k, qual € o valor minimo que n pode tomar? E o mdximo?

(b) Existe algum inteiro n que admita duas representacdes distintas no sistema de numeracao

fatorial?

(c) Quais sdo os inteiros que podem ser representados no sistema de numeracao fatorial?

Nao te esquecas de justificar todas as respostas!
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3. Vamos agora rever, ou descobrir, alguns critérios de divisibilidade.

(a) Sejan = (ay...ajap)1o um inteiro representado na base 10. Mostra que n é divisivel por 3
se e sO se ap + -+ + a; + ag for divisivel por 3. Ese n = (ag...a1a0)2? Que critério de

divisibilidade por 3 seria valido?

(b) Sejan = (2022...2022)0 (isto é, o inteiro que na base 10 é representado pela concatenagao,
—_—

2023 vezes
2023 vezes, da sequéncia 2022). Serd que n é um quadrado perfeito? Porqué?

(c) Sejan = (ay . ..asaq),. Exibe critérios simples de divisibilidade por 3 e por 6.
4. Encontra todos os inteiro 7 tais que n = (abcd)1g = (dcba)r.

5. (United Kingdom Mathematical Olympiad, 1999)

Dado um inteiro n, seja S3(n) a soma dos cubos dos digitos da representacdo de n na base 3.

Considera a sequéncia uq, ug, . . . definida por
up =mn, ug = S3(ux_1), parak > 2.
Mostra que um dos inteiros 1, 2, 17 aparece na sequéncia.

6. (International Mathematical Olympiad, 1994)
Considera a fungdo f : N — N que, a cada n, associa o nimero de elementos do conjunto {n +
1,m+2,...,2n} cuja representacdo na base 2 tem exatamente trés digitos 1.
(a) Mostra que f é sobrejetiva.
(b) Determina todos os inteiros positivos a para os quais existe exatamente um inteiro n que
satisfaz f(n) = a.
7. (Slovenian Mathematical Olympiad, 1999)

Imagina que tens trés caixas, cada uma contendo pelo menos um berlinde. Em cada passo, podes
escolher duas das caixas e duplicar o nimero de berlindes numa delas tirando a quantidade neces-
saria da outra. Serd que consegues sempre que uma das caixas esteja vazia apos um ndmero finito

de passos?
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