o 8 Projeto Delfos: Escola de Mateméatica Para Jovens 4 de maio de 2024
elfos LicA DELFOS 2023-2024 JORNADA 5

A férmula de Legendre

P

A tnica imagem conhecida de Adrien-Marie Legendre (1752-1832), numa caricatura feita por Julien-Léopold Boilly.

0. Introducgio.

(a) (Problema da Final Nacional das XIX OPM).

Com quantos zeros consecutivos termina o nimero
2001 =2001 x 2000 x --- x3x2x1 ?

Resolvam de modo elementar este problema. Ainda assim, é-vos permitido resolver este problema
com a ajuda da formula de Legendre, introduzida mais abaixo, com a ressalva de que serdo
penalizados se ndo provarem corretamente a formula.

(b) Dado um primo p, denotemos por v,(a) o expoente de p na factoriza¢do de a em nimeros primos.
Note-se que v, (a) = 0 se e s6 se p ndo divide a. Note-se também que a|b se e s6 se vy (a) < vy (b)
para qualquer primo p. A funcdo v, € por vezes chamada de valoragdo p-ddica. Provem as
seguintes propriedades da fungdo v,:

i. vp(ab) = vp(a) + vp(b).
ii. min{v,(a),vp(b)} < wvy(a+0b);esevy(a) < vy(b), entdo vy(a) = vy(a +b).

1. A fung¢do de Legendre associada ao primo p € a fung@o e,, definida por e,(n) = v,(n!), onde n € um
nimero natural. A expressio LxJ indica o chdo do nimero real x, ou seja, 0 maior inteiro menor ou

igual a z.

Provem a Férmula de Legendre, a seguir enunciada.

Teorema (Férmula de Legendre). Para qualquer primo p e para qualquer inteiro positivo n, temos
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2. A Férmula de Legendre também admite a seguinte formulagao:

Teorema (Férmula de Legendre - formulagdo alternativa). Para qualquer primo p e para qualquer
inteiro positivo n, seja Sy(n) for a soma dos digitos da expansdo de n na base p. Entdo temos
n—Sp(n
ep(n) = ) :
p—1
Provem esta formulacdo da Férmula. Devera ser util a igualdade

k’+171
1+x+x2+x3+~-+$k=$

x—1 "

valida sempre que x € um nimero real diferente de 1 e k£ € um ntimero natural.

3. Apliquem a Férmula de Legendre (na formulagdo que vos for conveniente) na resolucdo dos seguintes

exercicios:

(a) Seja p um primo. Determinem o expoente de p na factorizacéo de (p™)! em ndmeros primos.
(b) Determinem todos os inteiros positivos n tais que n! termina em exactamente 1000 zeros.

(¢) Mostrem que 2" ndo divide n!, para qualquer inteiro positivo n, ¢ determinem todos os inteiros

positivos n tais que 2"~ ! divide n!.

4. (Problema de uma IMO antiga). Mostrem que, para quaisquer inteiros positivos m, n, o nimero
(2m)!(2n)!
mlnl(m + n)!

também € um inteiro.

Na resolugdo dos dois dltimos problemas, pode ser util o Teorema de Euler.

Teorema (Teorema de Euler). Se a é um inteiro que é primo com o inteiro positivo n, entdo
a?™ =1 (mod n)

onde p(n) é o niimero de inteiros positivos que sdo primos com n e menores ou iguais a n.

O Pequeno Teorema de Fermat € um caso especial do Teorema de Euler.
Teorema (Teorema de Fermat). Se o primo p ndo divide o inteiro a, entdo

a? =1 (mod p).

5. Sejam n, g inteiros positivos tais que todos os divisores primos de ¢ sdo maiores do que n. Mostrem
que n! divide o produto (g — 1)(¢% — 1) --- (¢"~1 = 1).

n—1
6. Provem que, para todos os inteiros positivos n, o produto H (2" — ok ) é um miuiltiplo de n!.
k=0
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