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Os problemas de hoje foram retirados de provas australianas. O problema 0 é um extra que serve como

exercicio de aquecimento e como bonus!

0. No ensino bdsico, jd ndo se ensina a chamada formula resolvente da equacdo do segundo grau: se
a, b, ¢ sdo nimeros reais tais que a # 0, entdo a equacdo ax? + bx + ¢ = 0 tem solucdes reais se e

s6 b? — 4ac > 0, e tais solucdes sdo

—b+ Vb? — dac —b —Vb? — dac
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Ou, abreviadamente, a solucdo geral da equacdo az? +bx +c=0¢€

~ —bE£ Vb —dac

2a
O nimero A = b% — 4ac é o chamado discriminante do polinémio az? + bz + c. Reparemos que a

T

equacdo tem exatamente duas solugdes reais diferentes se e s6 se A > (, e exatamente uma solugao
real se e sé se A = 0.

* Se és um elemento da equipa que ainda estd no ensino basico, faz o seguinte:

— Deduz tu mesmo a férmula resolvente da equacio do segundo grau, comecando por mul-
tiplicar ambos os membros da equagio por 4a, e somando depois b? a ambos os membros
da equacdo equivalente daf resultante.

— Resolve as equagdes 12 —132+22 = 0, 22 +182+81 = 0, 22 +2+1 = 0, 24— 522 +4 = 0
e6x? +x=1.

— Resolve o seguinte exercicio proposto numas olimpiadas australianas para iniciados:
"Quantos inteiros satisfazem a equagdo (2% — 5x 4 5)* ~11e+30 — 19"

1. No tridngulo [ABCY, temos ZBAC = 22°. Uma circunferéncia, de centro O, tem as retas AB, AC
e BC' como tangentes. Determinem ZBOC.
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2. A Codésia é um pais com um numero elevado de cidades, com todos os c6digos postais entre 1
e 9999. Nenhum cdédigo postal em Codésia comeca com 0. Por exemplo, 15 é um cédigo postal
de Codésia, mas 015 ndo €. Dois cédigos postais sdo espelhos um do outro se a expressao em
algarismos de um deles se obtém da do outro lendo-a ao contrario. Por exemplo, os codigos postais
53447 e 74435 sao espelhos um do outro. Determinem o mais pequeno codigo postal de Codésia

que pode ser escrito como a diferenga de dois cddigos que sao espelhos um do outro.

3. Determinem todos os triplos (z, y, z) de nimeros reais tais que simultaneamente temos zy+1 = 2z,
yz+1=2x,zx+1=2y.

4. Sejam m e n inteiros positivos tais que 2001m? + m = 2002n* + n. Provem que m — n é um
quadrado perfeito.

5. Uma circunferéncia de centro O tem AB como didmetro. Seja C' um ponto na circunferéncia
diferente de A e de B; seja D um ponto em AB tal que ZCDB = 90°; e seja M o ponto de BC tal
que ZBMO = 90°. Sabendo que |DB| = 3 x |OM|, calculem ZABC.

6. Seja [ABC|] um tridingulo. Uma circunferéncia intersecta o lado [BC| nos pontos U e V, o lado
[C'A] nos pontos W e X, e o lado [AB] nos pontos Y e Z. Os pontos U, V,W, XY, Z estdo
na circunferéncia, por esta ordem. Admitam que |AY| = |BZ| e |BU| = |CV|. Provem que
|CW| = |AX|.

7. Seja f(x) = 2% —45x+2. Determinem todos os inteiros n > 2 tais que exatamente um dos ndmeros

€ multiplo de n.
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