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Momento angular orbital

s  Em mecanica classica o momento angular orbital tem um papel relevante
em muitos sistemas fisicos.

s O principio da conservacao do momento angular € uma ferramenta
essencial na descricao de orbitas planetarias, satélite, giroscopios.

= O momento angular classico, Z, de uma particula com um momento linear
p e uma posicao instantanea r é dado por:

n n

. Y
L=rxp=|x y z
Px Py P

(ypz — Zpy)f+ (pr - sz)f"' (X,Oy — ypx)/%
=L +L,j+L,k

m  Magnitude do valor do momento angular orbital:

[L=L%=L5+L5+L
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Momento angular orbital: medicoes

s Usando os postulados da mecanica quantica...
[ =—ihFxV

= A componente [, vem dada por:

) G, G, G, G,
[ =x|-in—=—)-y(-in—=) = —in[x— - y—
= (-ingy) -y (ingg) = =in (xa v

Permutacao ciclica x — y — z — x. A
Sabendo que [L Ly] = /hLZ, [L LZ] = /hL e [L LX] = ihL, conclui-se

que LX, L e L nao comutam, logo nao as conseguimos medlr

smultaneamente
s EL°el,?Sim..
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Momento angular: Formalismo generico

s Existem dois tipos de momento angular em mecanica quantica: orbital L e
de spin S. Como tém propriedades em comum vamos definir um momento

angular generalizado J. o o
= Como[J° J,]=0,[J.J,]#£0,[J,.J]1#0e[J,.J]#0

0 Existe um conjunto de funcoes proprias comum a J? e .f
0 Entre as componentes nao existe esse conjunto, mas cada uma
comuta com J?, escolhemos J

m  Seja|a, B) a fungao propria de J? e JZ, entao, procuramos solucoes
simultaneas de:

J?a, B) = W*ala. B)
J,la, By = hpla, B)

h foi colocado para que a e @ venha adimensional e L, tenha unidades de
energiaxtempo.
m assumindo que os estados sao ortonormais (@, Bla, B) = 64 404 -
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Momento angular: operadores escada

m Definam-se dois operadores escada:

+ /

II
<~

J,

y
J_ ~iJ,

|
<~

m Desta definicao vem que:
J. = % (J, +J.)

.1

vy <J _J>
JoJ_=J2+J7+nd, = J% - J2 + N,
JJ, =J%+ J“ﬁ—hJZ=J2—J§—hJZ

J2 = % (Jod.+J.d,) + 2
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Momento angular: valores proprios

= Como J, ndo comuta com J,, |a, 8) ndo é funcéo propria de J, .
m Dado que

JJ.la, By = h(B +1)|J.a,B)

logo Ji|a/ G) é funcao proprla de J,.
m Como J comuta com J° e [J Ji] = 0, temos

S (ila, B)) = WPa(J |a. B))
s Das duas equacoes anteriores, concluimos que:

Jila. By = C* la. B + 1)

PORQUE?

Caridade & Miranda TP:aula6 -7



Momento angular: valores proprios (cont)

m Dado que J? - JAZ2 é positivo (mostrar que!) conclui-se que a > ,82, ou seja,
existe um Sax-
m Para o estado com um valor proprio B,,.x, 0 operador subida € nulo:

JA+|(I, Brmax) = 9
m  Aplicando J_J, ao estado |a, B,,5x) cOnclui-se que:

a = IBmax(IBmaX +1)

m  Apos aplicar o operador escada descida n vezes ao estado |@, Bax);
obtém-se o estado minimo |a, By,n), © qual é o limite minimo:

JA_|O’, Brin) =0
m Por analogia, aplicando .f+, podemos escrever

Q@ = Bmin(Bmin — 1)
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Momento angular: valores proprios (cont)

m Pora=0ux08max+1) € a=Bumin(Bmin — 1), cONclui-se:

IBmax = _IBmin

s  Como aplicamos n vezes o operador descida para obter |a, Byin):

:Bmax = :Bmin + N =

NS

s Designando j = B, = /2 e m = 3, o valor proprio de J? seréa:
a=j(j+1)
m Como G, = —Bmax € N € positivo:

—f>m>j
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Momento angular: valores proprios (cont)

m Resumindo:

J2|j, m)y = B2j(j + 1)|j, m)
JZ|/, m) = hm|j, m)

s  Ou seja, o0 espectro do momento angular esta quantizado!
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