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Momento angular: Formalismo generico

s Existe um conjunto de fungoes proprias comum a J? e J

m Entre as componentes nao existe esse conjunto, mas cada uma comuta
com J? , escolhemos J

m Seja |a, G) a fungao propria de J? e Jz, entao, procuramos solucoes
simultaneas de:

J?|a, B) = hPala, B)
J,la, By = hpla, B)

h foi colocado para que a e @ venha adimensional e L, tenha unidades de
energiaxtempo.
= assumindo que os estados sao ortonormais (@, Bla, B) = 64 404 -
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Momento angular: operadores escada

m Definam-se dois operadores escada:

+ /

II
<~

J,

y
J_ ~iJ,

|
<~

m Desta definicao vem que:
J. = % (J, +J.)

.1

vy <J _J>
JoJ_=J2+J7+nd, = J% - J2 + N,
JJ, =J%+ J“ﬁ—hJZ=J2—J§—hJZ

J2 = % (Jod.+J.d,) + 2
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Momento angular: valores proprios

= Como J, ndo comuta com J,, |a, 8) ndo é funcéo propria de J, .
m Dado que

JJ.|a, By = h(B +1)J,|a, B)

logo Ji|a/ G) é funcao proprla de J,.
m Como J comuta com J° e [J Ji] = 0, temos

S (Jila. B)) = Wa(J |a. B))
s Das duas equacoes anteriores, concluimos que:
Jela. B = Cop sl B 1)

PORQUE?
s Quando J, actua sobre |a, B), @ nao é alterado, enquanto que § passa a

G +1.
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Momento angular: valores proprios (cont)

m Dado que J? - JAZ2 é positivo (mostrar que!) conclui-se que a > ,82, ou seja,
existe um Sax-
Para o estado com um valor proprio B J.|a, Bmay) = 0
Aplicando J_J, ao estado |a, By} cONclui-se que:

a = IBmax(:Bmax +1)

m  Apds aplicar o operador escada descida n vezes ao estado |a, Brax)»
obtém-se o estado minimo |a, By,n), © qual é o limite minimo:

JA_|O’, ﬂmin) =0
m Por analogia, aplicando .f+, podemos escrever

Q@ = Bmin(Bmin — 1)
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Momento angular: valores proprios (cont)

m Pora=0ux08max+1) € a=Bumin(Bmin — 1), cONclui-se:

IBmax = _IBmin

s  Como aplicamos n vezes o operador descida para obter |a, Byin):

:Bmax = :Bmin + N =

NS

s Designando j = B, = /2 e m = 3, o valor proprio de J? seréa:
a=j(j+1)
m Como G, = —Bmax € N € positivo:

—f>m>j
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Momento angular: valores proprios (cont)

m Resumindo:

J2|j, m)y = B2j(j + 1)|j, m)
JZ|/, m) = hm|j, m)

s Ou seja, o espectro do momento angular esta quantificado!
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Momento angular: Operadores escada

= Recordando: |j, m) ndo é funcao prépria de J+.
m Partindo de:

J£|j,my=Cjp.lim=1)
e admitindo que |j, m) esta normalizada, podemos escrever:
(Jeld, MY Seli, mY) = 1Cjm £[PG m + 11, m + 1) = [Cypy

(Juli, MYl mY) = ((, mI)Lli, mY) = (G, midedL i, m)
|ij,:|:|2 = (f m|J=FJ:I:|j’ m)

= Sabendo que J.J, = J* - JZ ¥ hJ,, obtém-se:

Cims = M/ +1) = m(m £1)

m Logo:

J & |j,my = \Jj(j + 1) = m(m £ 1)]j, m £ 1)
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Momento angular: Operadores JX e Jy

m Sabendo que

1
1

J I, m = J —JAlj, m

y/ > 2, |-/ )

conclui-se que:

Simy = 5 [V = mG o+ m e+l m e+ 1y

JU +m)( = m+1)|j,m - 1>]

imy = 2|\ = mG + mee )i m e+ 1)-

VU +m) = m+1)|j,m - 1>]
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