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1. Escreva as componentes L, L, e L, do vector momento angular orbital classico.

Res.: LJ: = YpPz — 2Py, Ly = ZPg — P, € Lz = TPy — YPx-

2. Escreva os operadores associados as componentes do momento angular L, e
L,.
Res.: L, = Yp. — 2Py € fly = 2Py — TP,
3. Calcule os seguintes comutadores: (a) [, Ly], [, L,] e [, L.); (b) [pa, Lal,
[pzs Ly] € [pe, L.); (¢) [, L% e [ps, L?], usando os resultados de (a) e (b). [Re-
lembrar regras de comutadores: [A, BC| = [A, B]C + B[A, C]].
Res.:

a)
[#, L] =0
pois L, nao tem componentes x.

[j;a Ey] = [.f, Zﬁx - mﬁz] = [-737 22536] - [.Z‘, xﬁz]

= z[z,p.| = ihz

(@, L:] = [, 2P, — yp.] =[x, 2] — [z, yp.]

= [eaTpy + [zpy] — {[2Tlpe + ylo, Pol}

= —ylz,p,| = —ihy

b, L] = 0

[ﬁxa iy] - [ﬁxa Zﬁx - xﬁz] = [ﬁxa zﬁx] - [ﬁm $]52]
:Mﬁx + ZM_ {[pxa x]ﬁz + .Z'M}



[ﬁ:v; Lz] = [ﬁxa xﬁy - yﬁm] - [ﬁm7xﬁy] - [ﬁxa yﬁm]
= [Pe, ¥|Dy + pesPy] — {[Pes V)P + Yl D]}

= [ﬁm x]ﬁy = _[xaﬁx]ﬁy = _ihﬁy

4. Determine os seguintes comutadores [Ly, L], [Ly, L] € [Lz, La).

Res.:

(Lo, L) = [yp: — 2Py, 2pe — 2]

YP-, Zﬁx] _M_M+ [Zﬁwxﬁz]
= [Yp=, 2lpe + 2lyp=pe] + 2Py lp + 22y, -
{ylp=, 2 + [y Z]p: 32 + a{ 2Lyl + [, D210y }
= y{—[z,p:1}Ps + z[2, 1Dy
—ihyps + ihwpy = ih (vp, — ypx) = ihL.

=
=

Por permutacao ciclica: [L,, L.] = ihL, e [L., L,] = ihL,.

5. Calcule o comutador [L., L?]. O que conclui?.
Res.:



Ou seja, L, e L? sao varidveis que podem ser medidas simultaneamente, apre-
sentado um conjunto de fungoes préprias comuns.

. Sabendo que a relagao de incerteza entre dois operadores Ae B é dada por:

(A, B) )

2i
determine a relacao de incerteza entre L,e IA/y.
Res.:
)2 ( | )2
h

([La, Ly))
i
. Mostre que [J,, J_] = 2hJ,, [J., Jy] = £hJs e [J2, J.] = 0.
Res.:
[Ty, J_] = [Jp + iy, Jp —iJ)]
= e Ta) + [y —id,) + iy, Jo] + [1L=1T,]
= —i[Jy, J,) + i{—[Ja, J,)} = —2i(ihJ,) = —2i°hJ, = 2hJ,

(BAP(ABY > (

(., Ji) = [, Jo 2 i) = [, Jo] & [, id,) = ihJ, £ i(—[J,, J.])
= ihJ, £ i(—ihJ,) = h(iJ, £ J,)
= +h(J,) £iJ,) = +hJs
[, T = [J2+ T2+ J2, T, £,
= [J2, J, £iJ,) + [J2, J, £id)) + [J2, ], £iJ,)
= LA ilJ7, J) + Uy, L]+ il T, + 2, L] £l 2, )
= [J, L+ 2, L) £ {7, A + [J2, )
= J [y, Jo) + [y Juldy 4 Jo[ ey Ju] + [Tz, Ju) e
il ooy Iy + [Jas T e + L, ) + [, Jy) 2
= J,(—ihJ.) + (=ihJ.)J, + ihJ.J, +ihJ,J.
+ i{ihJ, . + ihJ, J, + J.(—ihJ,) + (—ihJ,)J.

Ko

=0



8. Determine j+j_ e J_ j+ em fungao de J% ¢ J,. Obtenha uma expressao para
J? em fungao de J,, J_e J..
Res.: Sabendo que Jy = J, +£1iJ,,

Jod_ = (Jo+id,)(Jp —iJ,)
=2 id,id, - R
N——
—Jj2—j2
= J2— T2 —ilJ,, ) = J? = T2 —i(ihJ,) = J* = J? + hJ,

= Jf + ijjy — ijjx — Zij,
= 2+ +i(Jody — Jy )
—j2 2

Usando os dois resultados anteriores e somando as duas equacgoes, obtém-se
j+j_ ‘|— j_j+ - 2j2 - 2j3
A 1/~ - A A A
ﬁzﬁQuL+LL)+ﬁ
9. Mostre que J.Ji|e, B) = h(B+1)J.|a, B), conhecendo o resultado do comuta-
dor [J,, J4].

NB: Todos os resultados a partir deste exercicio usam-se as equagoes de Schrodin-
ger:

J?|a, B) = h’ala, B)
J.|a, B) = hB|a, B)
ji’a7ﬁ> = Ci|a76 + 1>



: Sabendo que ] +hy = JJp — Jpd,,

A ~

[J.
JoJe = JoJ, £ hy
JJila, B) = (Jud, £ hJy)|e, B)
= Ji .|, B) £ hdy|a, B)
= JihBla, B) £ hy|e, B)
=h(B+ 1)j¢|04;5>

10. Sabendo que J_ J+|a Pmax) = 0, mostre que & = Bax(Bmax + 1), sabendo que

J_ J+ =J2— J2 hJ

Res.: Escrevendo a equacao dada e multiplicando & esquerda por (@, Smax|:
<CY, ﬁmax‘jfjJr’C% ﬁmax> =0
= <aaﬁmax’j2_jzz_hjz‘aaﬁmax> (1)
- <Oé ﬁmax|j2|a7 Bmax> - <O[, 5max|j32|aa /Bmax> - <a7 Bmax|hjz|a7 5max>
— h2 h2 2 o h2/8
= h2(0é - ﬁmax Bmax) =
o = ﬁmax(ﬁmax + 1) <2)

NB: Todos os resultados a partir deste exercicio usam o = j(j + 1) e f =m
para os valores préprios.

11. Sabendo que Jy|j, m) = Cjp+|j, m=£1), mostre que |Cjm +|*> = (j, m|JzJx|f, m).
Res.: Mutiplicando pelo conjugado de Ji|j,m) e usando a equagao dada:

(j:I:|j7 m>>*j:|:|j7 m) = (ij,:t|.j7 m —+ 1>)*(ij,:|:|j7m =+ 1>)
= |ij,i|2<j7m + 1|jam + 1> = ‘ij,iP

Por outro lado (J+|j,m))* = (j,m|(J+)*, e como

Logo:

‘ij,i|2 = <]am|j:!:j:|:|j7m> (3)



12. Partindo do resultado anterior mostre que: Cjy,+ = a/j(j + 1) — m(m £ 1).
Res.: Sabendo que JJ. = J2 — J2 T hJ.,:

‘ij,iP = <j7m|j¥ji|j7 m)

= (j,m| 2[5, m) — (j, m|J2|j, m) F h{j,m|].|j, m)

= 12§ (j + 1){j,m|j,m) — hm(j,m|.J.|j,m) £ K*m(j, m|j, m)
= th(j +1)— h2m2(j,m\j, m) £ hm

Cims =h\/i(G+1) —m(m £ 1)

A

13. Considere um estado do momento angular |j,m): Mostre que (a) AJ, = 0; (b)
Determine os valores expectdveis (J?), (J.), (J,) e (J2).
Res.: (a) Sabendo que AA? = (A?) — (A)? podemos escrever:

Ajz - <j22> - <jz>2

Os valores expectaveis serao calculados atravez da equacao de Schrodinger para

J.
(J2) = (j,m|J?|j, m)
= him(j, m|J.|j, m) = m*h?

(L) = (G, m| .|, m)

= hm
Logo:
Ajz = <j22> - <jZ>2
— \/m?h> — (mh)? = 0




(b)
() = (j,m|.*|j,m)
=j(j + )
1. A a0
:§<]7m|‘]++‘]—|jum>
1,. a0 1 . s
:§<j7m|‘]+’jam>+§<]7m“]*’j7m>
1 . . 1 ) )
= 5Culimlgem=T) + S C (. mfgrm=T) =

Notar que os produtos internos (j, m|j, m+1) = 0 devido a ortogonalidade das
funcoes de onda consideradas.

<jy> = <J>m|jy|37 m)
1

= 2_<j7m|j+ - j*|j7 m>

1 1. .
<.]7m|‘]+|.]7 >_2_<]7m|‘]—|jvm>

%
= - Climbiorm=T] — o =Ty =

(J2) = (j,m|J?|j, m)

Partindo das expressoes de jf e j; e calculando o valor expectdvel (multi-
plicagao pelo bra e ket), podemos escrever

(J2) = () + (J)/2° = ((I3) + (T ><j> +(J ><j> (J2))/4
() = [((Je) = ()20 = ((J3) = (Je) o) = (Jo) () + (I2))/(—4)

e pela condigao de ortogonalidade (Ji) — (J?) = 0 (sobe ou desce o ket duas
unidades para C2(j,m|j,m % 2)), verifica-se que (J2) = (j5> = (J)(J) +
(J_)(J+))/4. Sabendo ainda que J2 + J2 = J? — J2, logo

() = (=5 (- ()
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14.

Substituindo na expressao do valor expectavel, obtém-se

(J2) = Goml 21 m) = 5 (Goml PLj.m) = Goml 21, m))

(G + D12 = m2h2) = 2h2 (j(G + 1) — m?)

Js
1
2 2

Considere um sistema com momento angular orbital [ = 1 caracterizado pelo
estado:

1 1 1
¥) = Ell’ ) =350 +5[1,-1)

~

Mostre (L,) = 0.
Res.: O valor expectével de L, pode ser escrito em termos da fungao de onda v
que é combinacao linear da base |1,+1) e |1,0) (|l,£m)) e L, = (L4 — L_)/2i

(Ly) = (W|Ly|e)
1 A R
= 2_,L.<¢‘L+ - L—|¢>

= S UILe ) — (WLl

Substituindo a expressao da fun¢ao de onda temos (para simplificar a notagao
vamos em primeiro lugar apenas substituir o ket):

(WIE+1w) = Wikl (510 1) = 51L0) + 511,-1))

P | . 1 ~ 1
= WILe sl 1)+ (01 (—3 ) 1L0)+ @I -1

Para cada termo teremos (recordar as equagoes de Schrodinger para os opera-
dores escada):

|

L+E]1, 1)=0 Operador subida sobre M.

A 1 1 1

L. (—5) 11,0) = (—5) h/1I1+1) =00+ 1)]1,0+ 1) = <—§> V2A|1,1)
~ 1 1 1

Ligl-1) = 5h\/l(1 +1) — (D)(=1+ 1)1, -1+1) = 5\/571\1, 0)



Multiplicando & esquerda por (| (ndo esquecer os coeficientes!) e devido &
condicao de ortogonalidade:

~ 1

Wik (~3) 110 = Jtalk (~5) 110

1 1 1
= — (—=)Vv2n,11,1) = —=h
WILs2]1,—1) = —(1,0Z4 5 [1,—1)
+2 ) - 2 ) +2 )
11 V2
= —Z-hV2(1,0]1,0) = — 2=
A 1. V2
WIL ) = 0= 5h—

Aplicando o mesmo raciocinio a (L_)

(WIE-14) = i (5l 1 - 511,00+ 1t 1)

= (WIE- sl 1) = - (=5 ) 1.0} + (Wl 11 -1)

Para cada termo teremos (recordar as equagoes de Schrodinger para os opera-
dores escada):

E_%u,l) = %
L (—%) 11,0) = (—%) h/1(1+1)—0(0—1)|1,0—1) = (—%) V2h|1,-1)

-1
L_§|1, —1)=0 Operador descida sobre my,;,

hn/1(1+1) —1(1—1)|1,1 = 1) = A[1,0)

Multiplicando a esquerda por (1| (ndo esquecer os coeficientes!) e devido a



condicao de ortogonalidade:

~ 1 1
L_.—|1,1 1,0|L_—|1,1
WL |1.1) = =5 (L0 —|L.1)
1 1

wit- (~3) 10 = 3.1k (=3 ) o
% (—%) V2R(1,—1]1,-1) = —\/gh

(Wl -1) =0

W1 w) =~ - o

Usando os valores calculados, obtém-se

(B4} = - G 9) — (9219
:l <_1h_£h+1h+£h> =0

21 2 4 2 4

15. Seja j = 3/2: (a) Quais os valores possfveis de m que podem ser medidos; (b)
Usando a notagao de Dirac, escreva a representagao dos operadores JZ, J+

J_; (¢) Construa o operador J, a partir de .J, e J_.

Res.: (a) Sendo j = 3/2 e m = [—j, j], os valores possiveis de serem medidos
sdor m=—3/2,m=—3/24+1=-1/2,m=—1/24+1=1/2em=1/2+1=

3/2.

(b) Existindo quatros valores de m a representagdo matricial serd dada por
matrizes de dimensao 4x4. Sendo a base de fungoes |7, m) (ou simplificando por
|m) dado que j = 3/2), e verificando a condic¢do de ortogonalidade (m'|m)

Om'm 0S termos nao-nulos serao os elementos da diagonal:

(3/2|13/2) = 3/2h
(1/2]:11/2) = 1/2h
(=1/2|J.| —1/2) = —1/2h
(=3/2|J.| - 3/2) = =3/2h
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No caso os operadores escada, a acgao do operador sobre o estado faz com que
este suba ou desca uma unidade. Desta forma para j+, toda a coluna com
(m|J.|3/2) = 0 pois o operador escada nio pode subir mais que Mgy = 3/2.
Ficam apenas os termos:

(3/2J11/2) = h\/3/2(3/2+ 1) — 1/2(1/2 + 1) = V/3h
(1/2|J4] —1/2) = h/3/2(3/2 + 1) — (=1/2)(=1/2 + 1) = V4h
(=1/2|.J.| — 3/2) = h\/3/2(3/2 + 1) — (=3/2)(=3/2 + 1) = V/3h

O operador descida tem a coluna com (m/|.J_|—3/2) = 0 pois 0 operador escada
nao pode descer mais que my,;, = —3/2, ficando apenas os termos

(1/2].J,413/2) = h/3/2(3/2+ 1) — 3/2(3/2 — 1) = V/3h
(=1/2]J.]1/2) = h/3/2(3/2+ 1) — 1/2(1/2 — 1) = V4h
(=3/2|J.| —1/2) = h/3/2(3/2 + 1) — (=1/2)(~=1/2 — 1) = V/3h

¢) Sabendo que J; = (J, — J_)/2 e conhecidas as matrizes, podemos escrever
( ) q + , P

0 v3 0 0 0O 0 0 0
- 110 0 V4 0 1.|v3 0 0 0
J, = =h “h
000\/§+20\/2100
0 0 0 0 0 0 V30
[0 V3 0 0
Ly |vB 0 VA o
2710 V4 o0 V3
[0 0 V3 0
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