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1. Considere o caso em que j = 1:

(a) Escreva as matrizes que representam os operadores jg, jz, ji, J, e jy.
Res.: Sabendo que j =1 temos que m; = —1,0, 1, e denotando a funcao
de onda |j, m;)
A matriz J2:

<171|j2|171> <171‘j2‘170> <171|j2’17_1>
J2=| (LOlJ?[1,1)  (1,0[J%1,0) (1,021, -1)
<1a_1|‘]2|171> <17_1|J2|170> <17_1|J2|17_1>

Usando agora a equacao de Schrédinger para J2:
J1j mg) = 55+ DR%5,my)
Os termos vem:

(1,1)J%(1,1) = 1(1 + 1)A%(1,1]1,1) = 2A>

(1,117%1,0) = 1(1 + 1)A*(1L, 507 = 0
(1,121, -1) = 1(1 + DAX (L 1=T) = 0
(1,0[J%)1,1) = 1(1 + DAE*(LOH;TY = 0
(1,0[.J%]1,0) = 1(1 + 1)R*(1,0|1,0) = 2h
(1,0[.%]1,-1) = 1(1 + 1)A*(L,0B—=T) = 0
(1, =117%1,1) = 1(1 + DA} (L, =HT) = 0
(1,=1|J%[1,0) = 1(1 4+ 1)h*(1,=H1;0) = 0
(

1, =121, 1) = 1(1 + D)A%(1, — 1|1, —1) = 27

Os termos cancelados tém origem na condicao de ortogonalidade (j, m;|j’, m’;) =
(5jj/(5mjm/j . Ou:

) 100
J2=2m%10 1 0
00 1



A matriz J;:

) (1,1).]1,1)  (1,1]2.1,0)  (1,1]J.]1,-1)
J.= | (1,0[7.[1,1)  (1,0[0.]1,0)  (1,0|J.|1,—1)
(1,=1]J.1,1) (1, =1|0.]1,0) (1,—1]J.|1,—1)

Usando agora a equacao de Schrédinger para J,:
jz|j7 mj> = m]'h’j7mj>

Os termos vem:
1,1].]1,1) = 1a(1,1]1,1) = &
1,1]:1,0) = OR(L H0] = 0
11|41, =1) = =1L =T} = 0
1,0[J]1,1) = 1A{1, 04TV = 0
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(

(1,0[.J.]1,0) = 0R(1,0[1,0) = 0
(1,01 7211, =1) = =1h{1.0p-=T) = 0
(1,=1]J.]1,1) = 1h(1, =HT) = 0
(1,=1].7.]1,0) = OR{1, =H1;0) = 0

(1, =171, -1) = —=1h(1, =11, 1) = —h

Logo:

NK()

I

>t
o O =
O O O

o O

A matriz j+:

R <171‘j+’171> <171’j+|170> <171|j+‘17_1>
J+ = <170|‘]+’1’1> <170|J+|170> <1’0|‘]+|17_1>
<1a_1|‘]+|171> <17_1|‘]+|1a0> <1’_1|J+|17_1>



Usando agora a equacgao de Schrodinger para j+:

Jolgmg) = i3 +1) = mj(m; + Dljm; +1)

Os termos vem:

(1,1]J4]1,1) = 0*

(1,1]J4]1,0) = A/1(1+1) — 0(0 + 1)(1, 11,0 + 1) = v/2h
(1141, 1) = h/1(1+ 1) = (=) (=1 + DL 1P—F T = 0
(1,0]J4[1,1) = 0*

(1,017 ]1,0) = A/1(1 + 1) — 0(0 + 1)(1, 06Ty = 0
(1,0[J4]1,=1) = hn/1(1 + 1) — (—1) (=1 +1)(1,0[1, -1 4+ 1) = V2h
(1,—1]J4|1,1) = 0*

(1, =1|J4|1,0) = hn/1(1 + 1) = 0(0 + 1){(1, =1H6F 1) = 0

(1, =171, -1) = a/1(1 + 1) — (1) (-1 + 1)(1, =1l=tF 1) =0

Os termos 0* sao devidos a acgao do operador escada subida sobre m; = 1
(valor méximo). Logo:

A+:\/§h

o O O

1
0
0

S = O

A matriz J_:

ALY (LIL0) (L1, -1)
Jo = <170|‘]—’171> <170|J—|170> <170|‘]—‘1a_1>
<1a_1|‘]—|171> <17_1|‘]—|1a0> <1a_1|‘]—|17_1>

Usando agora a equacao de Schrodinger para J_:

J_lgmg) = i3+ 1) = my(my = 1D)jm; — 1)



Os termos vem:

1,1[J_]1,1) = hy/1(1+1) —1(1 - 1)1

1,11J_]1,0) = Ay/1(1+1) = 0(0 — 1)(1

1,1J_[1,—1) = 0*

=Ty =0
y <:0

1,0[J_]1,1) = in/1(1 + 1) — 1(1 — 1)(1,0[1,1 — 1) = v/2h

1,0[J_|1,-1) = 0*
1,—1|J_[1,1) =0

y U T =0

1,—1|J_[1,0) = Ai/1(1 + 1) — 0(0 + 1)(1, —1|1,0 + 1) = V/2h
1,—1|J_[1,=1) = A/1(1 + 1) — (=1)(=1 + 1)(1, =11 =0

(
(
(
(
(1,0]J_]1,0) = hy/1(1 +1) —0(0 — 1){1
(
(
(
(

Os termos 0* sao devidos a ac¢ao do operador escada descida sobre m; = 1

(valor minimo). Logo:

) 000
J =+v2h|1 0 0
010
Amatrizjw:
~ 1 - ~
szi(JJr_’]*)
o 0 1
Jo =5 V2R [0 0
0 0



A matriz jy:

1 - A
y:Z(Jr— —):ii(t]—— +)
o 000 010
Jy=5i V2h {1 0 0] —v2r |0 0 1
010 000
po|0 00

(b) Obtenha os vectores préprios de J? e J,, verificando a condicdo de orto-
normalidade e de conjunto completo.
Res: Sabendo que para uma matriz n x n diagonal, os n vectores proprios
associados ao n-ésimo valor préprio sao da forma:

IS

11,1) = |0 11,0) =
0

|17—1> =

o o O
o O O

Para determinar as constantes usamos a condigao de normalizacao: (1,1[1,1) =
1. Por exemplo:

(1,111,1) = [a* 0 0] =l=ada=af’=>a=1

o O

O mesmo se passa para os restantes vectores.
A demonstracao que é um conjunto completo é baseada na condicao:

m;=1
I="Y" [1,m){1,myl
my;=—1

0 0 1 100
= [0[[0 0 1]+ |1[[0 T O]+ |[0f[t 0 0O]=|0 1 O
1 0 0 001

(c) Usando as matrizes de J,, J, e J, determine [J,, J,], [J,, J.] e [jf’ ;,3]
Res.: Partindo das matrizes anteriormente determinadas e [J,,J,] =



o ot o]fo —ioo g [1 0 —i
Jody="Z {10 1| i 0 —i| =210 0 0
01 0][0 i O] i 0 —i
o oo =i 0o 1 0] -0 =i
Jyple =5 i 0 =il |10 1 =20 0 0
0 i 0] [0 1 0 i 0
Logo:
[Ja, Jy) = Judy — Iy,
h2 7 0 —1 —1 O —1 hQ 2i O 0
=5 |00 0o]-]0o 0 o0])=500 0
i 0 —1 i 0 1 0 0 —2
10 0 )
=ih* [0 0 0 | =ih,
00 —1
(d) Mostre que J3 = h2J, e J3 = 0.
Res.:
) 10 0]\’ 10 0 )
J2=|h|0 0 0 =110 0 0| ="n"J,
00 —1 00 —1
) 0 0 0]\° [0 0 0]
JP=[v2n|1 0 0l ] =2v2r* |0 0 0] =0
0 1 0] 0 0 0]
) 0 1 0]\’ [0 0 0]
JP=1V2n|0 0 1] ] =2v2r*|0 0 0| =0
0 0 0] 0 0 0]

2. Escreva a representacao matricial de §2, SZ, S,
Res.: Assumindo s = 1/2 vem que mg; = i%, sendo as equagoes de Schrodinger



relevantes:

S?|s,my) = s(s +
Sz|s,ms) = mgh|s, ms
Si|s,mg) = hn/s(s + 1
S_|s,m,) =h
Matriz S2:
oo A5
(3,—315%3, %)

Vs(s + 1) —mg(mg — 1)|s,ms — 1)

Os elementos da matriz vem dados por:

1 1,401 1 1/1 1111
O P e R (=, =|=, =) = 3/4n?
< | 2’ 2> 2 <2 ) <2 2'2’ 2> /
11 &2 1 1 1/1 2/;i*_1/1/
— =Sz, =) ===+ 1| (o xt=—2) =
<22| | 2> 2<+) < 2'2’ 2> 0
L P 1/1 1 1
(3 =3p) = 5(5 ) (=355 =9
I Ll 1, 1 ,, 1 11 1
= —=|5%=z,—2) == 1) (=, —=|=,—=) =
=335 5= 5 (3+1) PG —3l5-3)
Ou seja:
A 3.5(1 0
2 932
#=1lo 1
Matriz S
- [fHSEY GHsEoY)
(3, —3l5:13,3) (3, —3l5:3,—32)
Os elementos da matriz vem dados por:
114,11 1,1 111 1
IS5 5) = shis, 5|5, 5) = <k
<2’2‘ |2 2> 2 <2 2|2 2> 2
11, 1 1 1.1 1,1
= =|9:|=,—= :——h%zo
<272| |2 2> 2 < 22 2>
1 1,411 1.,1 1,1
s T zZl A~ A :_h%:()
<2’ 2| ’2 2> 2 22 2>
1 1,51 1 1.1 1,1 1 1
(551505, —5) = 3Pz, —5l5.—5) = —5*
2" 2 2" 2 2 20 22 2



Os elementos da matriz vem dados por:
11,5 11

(5:519+15,5) =0

11 1 1/1 1 1 111 1

=, = —hyf=(=4+1)=(-=2)[-3+1) 25, —=+1) =
33l +’ -3 \/2(2+) ( 2)( 2" ><2’2|2’ >+
1 11,

<§——| +|§§> 0

1 1. ,1 1 1/1 1 1 1 1,1
[ 2\ = N 1) — [ —= - — 1 - —— i 1) =

Os termos 0* sao devidos a accao do operador escada subida sobre m, = %
(valor maximo). Ou seja:

A 01
S+_h[0 o]
Matriz S_:
A
<§7_§|S—|§7§> <§7_§|S—|§7_§>

55195 g =0

1 1 11 1/1 1 1 1
S S i S el (R N (S e L Y
111 1

<27—§|5—|§,—§>—0



Os termos 0* sao devidos a accao do operador escada descida sobre mg = —%
(valor minimo). Logo:

A 0 0
-

. Obtenha os vectores préprios de 52 e SZ, verificando a condi¢ao de ortonorma-
lidade e de conjunto completo.

Res.:

Sabendo que para uma matriz 2 x 2 diagonal, os 2 vectores préprios associados
a0 n-ésimo valor proprio sao da forma:

11/2,1/2) = [8] 11/2,,-1/2) = m

Para determinar as constantes usamos a condigao de normalizagao: (1/2,1/2]1/2,1/2) =
1. Por exemplo:

(1/2,1/2]1/2,1/2) = [a* 0] m —l=aa=a>=a=1
O mesmo se passa para os restantes vectores.
A demonstracao que é um conjunto completo é baseada na condicao:

m;=1/2

I= )" [1/2,m)(1,my|

mj=—1/2
= el o= Y

. Escreva S, e determine o comutador [S,, S| = ihS,.
Res.: Dos exercicios anteriores temos:

Sz, Sy = 5.5, — S,5,
R 1 R
x:§(S++S*)
~ 1 - ~
y:E(SJr_S—)
g _hffo 1 N 0 0]\ _nhfo1
T2 \[0 0 1 0/) 211 0
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