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Momento angular orbital

I Em mecânica clássica o momento angular orbital tem um papel relevante
em muitos sistemas f́ısicos.

I O princı́pio da conservação do momento angular é uma ferramenta
essencial na descrição de orbitas planetárias, satélite, giroscópios.

I O momento angular clássico, ~L, de uma part́ıcula com um momento
linear ~p e uma posição instantânea ~r é dado por:

~L = ~r × ~p =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
x y z
px py pz

∣∣∣∣∣∣
= (ypz − zpy )ı̂ − (xpz − zpx)̂+ (xpy − ypx)k̂

= Lx ı̂+ Ly ̂+ Lz k̂

I Magnitude do valor do momento angular orbital:

~L~L = L2 = L2x + L2y + L2z
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Momento angular orbital: medições

I Usando os postulados da mecânica quântica...

L̂ = −iħ~r × ∇̂

I A componente L̂z vem dada por:

L̂z = x

(
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)
I Permutação cı́clica x → y → z → x .
I Sabendo que [L̂x , L̂y ] = iħL̂z , [L̂y , L̂z ] = iħL̂x e [L̂z , L̂x ] = iħL̂y , concluı́-se

que L̂x , L̂y e L̂z não comutam, logo não as conseguimos medir
simultâneamente.

I E L̂2 e L̂z? Sim...
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Momento angular: Formalismo genérico

I Existem dois tipos de momento angular em mecânica quântica: orbital L
e de spin S. Como têm propriedades em comum vamos definir um
momento angular generalizado J.

I Como [Ĵ2, Ĵz ] = 0, [Ĵx , Ĵy ] 6= 0, [Ĵy , Ĵz ] 6= 0 e [Ĵz , Ĵx ] 6= 0

I Existe um conjunto de funções próprias comum a Ĵ2 e Ĵz .
I Entre as componentes não existe esse conjunto, mas cada uma comuta

com Ĵ2, escolhemos Ĵz .

I Seja |α,β〉 a função própria de Ĵ2 e Ĵz , então, procuramos soluções
simultâneas de:

Ĵ2|α,β〉 = ħ2α|α,β〉
Ĵz |α,β〉 = ħβ|α,β〉

ħ foi colocado para que α e β venha adimensional e Lz tenha unidades
de energia×tempo.

I Assumindo que os estados são ortonormais 〈α,β|α,β〉 = δα′,αδβ′,β.
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Momento angular: operadores escada
I Definam-se dois operadores escada:

Ĵ+ = Ĵx + i Ĵy

Ĵ− = Ĵx − i Ĵy

I Desta definição vem que:

Ĵx =
1

2

(
Ĵ+ + Ĵ−

)
Ĵy =

1

2i

(
Ĵ+ − Ĵ−

)
Ĵ+Ĵ− = Ĵ2x + Ĵ2y + ħĴz = Ĵ2 − Ĵ2z + ħĴz
Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2x + Ĵ2y − ħĴz = Ĵ2 − Ĵ2z − ħĴz

Ĵ2 =
1

2

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+

)
+ Ĵ2z

Ĵ2x

Ĵ2y
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Momento angular: valores próprios

I Como Ĵ± não comuta com Ĵz , |α,β〉 não é função própria de Ĵ±.
I Dado que

Ĵz Ĵ±|α,β〉 = ħ(β ± 1)Ĵ±|α,β〉

logo Ĵ±|α,β〉 é função própria de Ĵz .

I Como Ĵz comuta com Ĵ2 e [Ĵ2, Ĵ±] = 0, temos

Ĵ2(Ĵ±|α,β〉) = ħ2α(Ĵ±|α,β〉)

I Das duas equações anteriores, concluı́mos que:

Ĵ±|α,β〉 = C±αβ |α,β ± 1〉

PORQUÊ?
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Momento angular: valores próprios (cont)

I Dado que Ĵ2 − Ĵ2z é positivo (mostrar que!) concluı́-se que α ≥ β2, ou
seja, existe um βmax.

I Para o estado com um valor próprio βmax, o operador subida é nulo:
Ĵ+|α,βmax〉 = 0.

I Aplicando Ĵ−Ĵ+ ao estado |α,βmax〉 concluı́-se que:

α = βmax(βmax + 1)

I Após aplicar o operador escada descida n vezes ao estado |α,βmax〉,
obtém-se o estado mı́nimo |α,βmin〉, o qual é o limite mı́nimo:

Ĵ−|α,βmin〉 = 0

I Por analogia, aplicando Ĵ+, podemos escrever

α = βmin(βmin − 1)
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Momento angular: valores próprios (cont)

I Por α = βmax(βmax + 1) e α = βmin(βmin − 1), concluı́-se:

βmax = −βmin

I Como aplicámos n vezes o operador descida para obter |α,βmin〉:

βmax = βmin + n =
n

2

I Designando j = βmax = n/2 e m = β, o valor próprio de Ĵ2 será:

α = j(j + 1)

I Como βmin = −βmax e n é positivo:

−j ≥ m ≥ j
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Momento angular: valores próprios (cont)

I Resumindo:

Ĵ2|j ,m〉 = ħ2j(j + 1)|j ,m〉
Ĵz |j ,m〉 = ħm|j ,m〉

I Ou seja, o espectro do momento angular está quantizado!
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Momento angular: Operadores escada
I Recordando: |j ,m〉 não é função própria de Ĵ±.
I Partindo de:

Ĵ ± |j ,m〉 = Cjm,±|j ,m ± 1〉

e admitindo que |j ,m〉 está normalizada, podemos escrever:

(Ĵ±|j ,m〉)†(Ĵ±|j ,m〉) = |Cjm,±|2〈j ,m + 1|j ,m + 1〉 = |Cjm,±|2

(Ĵ±|j ,m〉)†(Ĵ±|j ,m〉) = (〈j ,m|Ĵ†±)(Ĵ±|j ,m〉) = 〈j ,m|Ĵ∓Ĵ±|j ,m〉
|Cjm,±|2 = 〈j ,m|Ĵ∓Ĵ±|j ,m〉

I Sabendo que Ĵ∓Ĵ± = Ĵ2 − Ĵ2z ∓ ħĴz , obtém-se:

Cjm,± = ħ
√
j(j + 1) −m(m ± 1)

I Logo:

Ĵ ± |j ,m〉 = ħ
√
j(j + 1) −m(m ± 1)|j ,m ± 1〉
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Momento angular: Operadores Ĵx e Ĵy

I Sabendo que

Jx |j ,m〉 =
1

2
(Ĵ+ + Ĵ)|j ,m〉

Jy |j ,m〉 =
1

2i
(Ĵ+ − Ĵ)|j ,m〉

concluı́-se que:

Jx |j ,m〉 =
ħ
2

[√
(j −m)(j +m + 1)|j ,m + 1〉+√

(j +m)(j −m + 1)|j ,m − 1〉
]

Jy |j ,m〉 =
ħ
2i

[√
(j −m)(j +m + 1)|j ,m + 1〉−√

(j +m)(j −m + 1)|j ,m − 1〉
]
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