Momento Angular
Quimica Teorica e Estrutural

P.J.S.B. Caridade & U. Miranda

18/11/2013 — 21/11/2013, Aula 6

Quimica Tedrica & Estrutural (2013) Caridade & Ulises



Momento angular orbital

» Em mecénica classica o momento angular orbital tem um papel relevante
em muitos sistemas fisicos.

» O principio da conservagao do momento angular é uma ferramenta
essencial na descrigao de orbitas planetarias, satélite, giroscopios.

» O momento angular classico, L, de uma particula com um momento
linear p e uma posicao instantanea r é dado por:
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» Magnitude do valor do momento angular orbital:
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Momento angular orbital: medicoes

v

Usando os postulados da mecanica quantica...

= —ihFx V

» A componente [, vem dada por:

~ a 0 o 0
[o=x(-in==) -y [-in=) = -in[x—= - y—
: X( ’ ay) y( ’ ax) ’ (Xay yax)

Permutagao ciclicax —» y — z — x.

Sabendo que [L,, L] = inL,, [L,,[,] = inL, e[L,. L] = inL,, conclui-se
que L L e L nao comutam, logo nao as conseguimos medlr
S|multaneamente

Ei*el,? Sim..
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Momento angular: Formalismo generico

-

» Existem dois tipos de momento angular em mecanica quantica: orbital
e de spin S. Como tém propriedades em comum vamos definir um
momento angular generalizado J.

> Como [, 1] =0, [J.. J,) £0, ). J] £ 0e [],. 1] £ 0

» Existe um conjunto de funcdes préprias comum a Jj° e J,.
» Entre as componentes nao existe esse conjunto, mas cada uma comuta
com J?, escolhemos J,.

» Seja |a, B) a fungao propria de e J., entao, procuramos solugdes
simultaneas de:

Pla, By = nala, B)
Jla. By = np|a. B)

h foi colocado para que a e @ venha adimensional e L, tenha unidades
de energiaxtempo.

» Assumindo que os estados s&o ortonormais (@, 8|a, B) = 64 404 5-

Quimica Tedrica & Estrutural (2013) Caridade & Ulises



Momento angular: operadores escada

» Definam-se dois operadores escada:
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» Desta definicao vem que:

+= X y z

J I, =2+ -nl,=7-J72-n],
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e (Jd+Jd) + 7
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Momento angular: valores proprios

v

Como J, ndo comuta com J,, |a, B) n&o é fungéo prépria de J, .
Dado que

-/Azjila: :3) = h(ﬁ + 1)ji|afﬁ>

v

logo J,|a, B) é fungéo prépria de J,.
» Como J, comuta com J* e [J*, J,] = 0, temos

P(Jla. ) = *a(J.la. 6))

v

Das duas equagodes anteriores, concluimos que:
jila’ ,3) = C:pla: B+ 1)

PORQUE?
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Momento angular: valores proprios (cont)

» Dado que J° — J é positivo (mostrar que!) conclui-se que a > 87, ou
seja, existe um By

» Para o estado com um valor préprio B, 0 operador subida é nulo:
J+|O', Bmax) = 0.

» Aplicando J_J, ao estado |@, Bpay) cONclui-se que:

a= ﬁmax(ﬂmax + 1)

» Apos aplicar o operador escada descida n vezes ao estado |@, Bmay)
obtém-se o estado minimo |a, Bi,), © qual é o limite minimo:

J—la! ﬁmin) =0
» Por analogia, aplicando Jl, podemos escrever

a= :Bmin(:Bmin - 1)
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Momento angular: valores proprios (cont)

v

Por @ = Bax(Bmax + 1) € @ = Brmin(Bmin — 1), conclui-se:
ﬁmax = _IBmin

Como aplicamos n vezes o operador descida para obter |@, Bmin):

v

n
ﬁmax :ﬁmin"’ n= E

v

Designando j = B, = n/2 € m = 3, o valor proprio de J* sera:

a=j(+1)

v

Como B, = —Bmax € N € positivo:

—j=2m>j
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Momento angular: valores proprios (cont)

» Resumindo:

Pj, my = 12j(j + 1), m)
LY. m) = hemlj, m)

» Ou seja, 0 espectro do momento angular esta quantizado!
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Momento angular: Operadores escada

» Recordando: |j, m) ndo é fungéo prépria de Jx.
» Partindo de:

J:l:[/m) Jmil_/m:l:l)

e admitindo que |j, m) esta normalizada, podemos escrever:

(Ll MYV, m)) = |G 2P, m + 1)j, m + 1) = |G
(el )Y (elis m)) = (G, ml ) (Jli. m)) = G, i i,
|Gim o = . Ml S lj, m)

» Sabendo que J.J, = J* — J2 ¥ hJ,, obtém-se:

i:7”7\/j(j—|—1)—m(m:|:l)

» Logo:

T lj,my = /i +1) = m(m £ 1)}j, m+ 1)
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Momento angular: Operadores J, e J,

» Sabendo que

sljm) = 52+ 3lj.m)
L. m) = . = Bl m

conclui-se que:

J|j, my = g [\/U—m)(j+m+1)u,m+1)+

\/(j+m)(j—m+1)|j,m—1)]

J,lj, my = ; [\/(j —m)(j + m+ 1)|j, m+ 1)-

\/(j+m)(f—m+1)[i,m—1)]
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